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摘  要：地球表面是个地形起伏的非欧氏空间，地图投影将大尺度的地球椭球面转换为容易分析计算的欧氏平面，但没

有处理地形的不规则起伏。由于基本的表面距离不能量算，地形曲面上的空间分析广泛依靠近似计算，损害了地形模型

的利用精度。在起伏明显的中小尺度地形上引入精确的测地距离，对密切依赖于空间距离的表面插值模型的度量改正

方法及精度变化进行了研究。首先针对非欧氏度量引起的自相关矩阵非正定，提出测地距离限制的降维投影的解决办

法，并以此改写主要插值算法；然后在一个 10 m 级水平分辨率地形格网上，选择较少受环境干扰的高程插值建立基准实

验，再以优选模型分别对 0.3 m 级地形点云和 0.25°级欧洲中长期预报再分析数据地表气温进行插值检验，探讨测地距离

的适用尺度。结果发现，测地距离下反距离权重与自然邻近插值精度较欧氏距离都有明显提升；径向基函数与普通克里

金插值精度在欧氏距离下普遍较简单插值要好，在降维投影的测地距离上，其均方误差又分别较自身再下降约 25%。这

表明在起伏明显的中小尺度下，测地距离通常可以更好地利用地形模型的精度信息。相关方法可用于提升高程插值的

精度，也可为地表建模提供参考。
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Abstract：： Objectives：： The Earth􀆳s surface is a non-Euclidean curved space with topographic relief. Due to the 
difficulty to measure surface distances， analysis and calculations on topographic surfaces offten rely on ap⁃
proximate solutions， which can impede the precise application of topography models. This paper introduces the 
concept of exact geodesic distance mapping on undulating medium and small-scale terrain， and investigates the 
metric correction and accuracy evaluation of surface interpolation models. Methods：： In view of the non-positive 
definite autocorrelation matrices caused by non-Euclidean metric， we propose a recalculation solution following 
topographic projection through dimension reduction constrained by geodesic distance， The primary interpolation 
algorithm is subsequently revised. On a relatively regular terrain grid with a 10-meter horizontal resolution， 
elevation variables minimally affected by environmental interference are selected to establish an interpolation 
benchmark test. The optimized model is then employed to conduct interpolation tests on 0.3-meter topographic 
point clouds and 0.25° ECMWF reanalysis surface air temperature， respectively， to explore the applicable scale 
of geodesic distance. Results：： The findings indicate that simple inverse distance weighting and natural neighbor 
interpolation using geodesic distance exhibit a clear improvement in accuracy compared to those using Euclidean 
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distance. The accuracy of radial basis function and ordinary Kriging interpolation is generally superior to simple 
interpolation under Euclidean distance. In terms of projection geodesic distance， their root mean square error 
is further reduced by approximately 25% compared to themselves. Conclusions： This suggests that at small 
and medium scales with significant relief， geodesic distance can often better leverage the accuracy information 
of terrain models. The related methods can be utilized to enhance the accuracy of elevation interpolation and 
provide a reference for surface modeling.
Key words： high-precision terrain model； geodesic distance； surface interpolation； positive-definite auto⁃
correlation matrix； projection through dimensionality reduction

地形起伏在几乎所有的时间和空间尺度上

深刻地影响着地球表层环境［1-2］，国内外对地形的

测绘逐渐走向实景三维的高精度，进一步精确反

映真实地形的垂向尺度和表面弯曲。高精度地

形模型在给水利、生态、地质灾害等众多领域应

用［3-7］提供坚实空间基础的同时，却也因其表面距

离不能直接量算而给空间分析带来严重挑战，包

括基本空间量算挑战及依赖于距离度量的结构

分析（如曲面 Voronoi 图）与建模分析挑战［8-12］。

这个根本性的度量限制迫使现有的地表分析大

量依靠近似计算，损害了地形模型的精度利用。

地形曲面上两点间的（最短）距离是测地距

离，对应于平面上的直线欧氏距离和球面上的大

圆弧距离。数字曲面上的测地距离是一个复杂

的基础科学问题［13］。影像分析中较早认识到地

形起伏对真实空间距离的影响，栅格的测地距离

主要通过测地变换间接计算［14-15］。这种距离变换

效率很高，但几何精度差［16-17］。三维地形格网上

的测地距离近年来也逐渐引起重视［18-19］，但主要

是基于 Dijkstra 图搜索的最短路径距离。Dijkstra
方法沿着格网边长而不跨越格网面片计算距离，

本质上类似于栅格形式的粗略测地距离。

精确的测地距离在科学计算和图形学领域

得到发展。微分几何的方法将曲面作为数学物

理方程的计算格网，以光和热的扩散时间快速反

算传播距离［20］，得到沿格网点分布的离散测地距

离。由于光/热核函数是光滑的，微分近似后的

曲面距离只有一阶精度。计算几何的方法将光/
热源点直接可见的区域封装为窗口，计算窗口在

传播面片上的解析关系得到连续、精确的测地距

离［21］。但窗口以不同方向和次序相遇并裁剪，频

繁的圆锥曲线裁剪严重影响算法效率。图 1 展示

了这 3 种主要测地距离的计算模型，计算几何距

离（直线段 BHE/折线段 BHD）、微分几何距离

（弧段

BHD）和图搜索距离（折线段 BCD）数值上

依次增大。因为顶点 B/D 间的测地距离是最短

距离，因而需要将面片 ACD 以 AC 为轴旋转至面

片 ABC 所在平面得到像 ACE，则计算几何的最

短距离是直线段 BHE（对应折线段 BHD）；微分

几何的最短距离需要在棱上的 H 点处光滑，因而

是弧段

BHD；图搜索的最短距离是折线段 BCD。

值得注意的是，由于地形表面的光滑流形结构，

离散格网的测地距离可以自然地拓展到离散

点云。

本文主要研究地形格网上微分几何的测地

距离的引入。由于距离度量是空间插值中相关

分析与变异分析的量化基础［22-23］，本文着重关注

测地距离对地表插值模型而不是基本空间量算

的影响。

虽然地表环境变量对地形非常敏感，但是大

尺度研究中地形的影响主要通过参数化而不是

直接的距离权重得到体现［24-25］。这主要是因为

大尺度研究的水平范围（数百至数千公里）远大

于常规地形的垂向尺度（数公里），两者不在一个

尺度。间接参数化导致地形影响因子呈现明显

的不确定性［26-27］。在中小尺度的高精度地形模

型上，垂向尺度不能再忽略，传统插值模型却因

为非欧氏曲面距离难以直接计算而大量使用欧

氏 距 离 近 似 。 现 有 的 插 值 算 法 库（如 著 名 的

图 1　离散曲面 ABCD 和顶点 B/D 间测地距离的计算模型

Fig.  1　Discrete Mesh ABCD and the Computational
Model of Geodesic Between Vertex B/D
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GSTools 和 Scikit 的 gstat）还没有针对地形曲面

与测地度量的实现。因此，需要使用测地距离来

定量调查系统蕴含的偏差。事实上，在二维平面

弯曲的河流扩散［28-29］、地质剖面成藏［19，30］、乃至一

般性的道路、街区、网络的传输模型中［31-32］，许多

研究已经采用非欧氏弯曲度量提升了模型的插

值精度。而在一些河口、海湾和区域风道的扩散

研究中虽然也涉及到三维地形，但地形主要起平

面弯曲的分界作用［33］。中小尺度地形的三维弯

曲及其对环境生态、地质灾害的控制性作用［5，7，34］

还缺乏基于弯曲测地距离的直接支持。

空间度量决定空间性质，非平坦空间和弯曲

度量可能使得空间插值依据的自相关矩阵非正

定［35］。由于自相关矩阵是一个平面的二阶矩结

构，非正定的自相关矩阵会导致异常预测值。

Curriero ［35］在曼哈顿距离上和 Ver Hoef ［36］在线性

网络距离上通过调整克里金插值的变程等参数，

证实大多数自相关模型都可能非正定。在理想

球面上，使用弦近似的测地距离指数模型和球函

数模型可以是正定的［10， 37］。对不规则地形曲面

上测地距离的自相关矩阵及其它变异函数模型，

目前还没有明确结论。

对非正定的自相关矩阵，数学上的一个直接

思路是寻找距离最近（Frobenius 距离）的正定

阵［38］。一般做法是把矩阵特征分解，然后将对角

元同时增加一个小量以排除 0 与负特征值［33， 39］。

但是地图学对非欧氏的地球椭球空间有历史悠

久且成熟的投影处理经验，即在误差控制下将椭

球面映射为容易分析计算的地图平面。由于平

面上的自相关模型不存在非正定问题，这自然激

发将地形曲面投影处理的想法。虽然地图学中

没有直接用于不规则地形曲面的投影实现，然而

在图形学和机器学习领域中有许多基于离散格

式的等距投影降维方法［31， 39］。这些方法先计算

高维空间样本点之间的距离，再将样本点在距离

不变约束下变形至低维空间。由于数字地形模

型常以不规则三角网（triangulated irregular net⁃
work，TIN）或点云形式表示，这些降维方法因而

也可以用于地形曲面的投影变换。

围绕测地距离的地表插值，本文将完成以下

工作：（1）在地形曲面格网上引入精确的测地距

离，建立严格的度量计算；（2）以降维投影处理三

维地形曲面而非二维平面的自相关矩阵正定问

题［31， 36］；（3）以测地距离改写确定性插值与地统

计插值算法；（4）在亚米、10 m 和 400 m 级水平分

辨率的中小尺度地形上进行插值实验，检验测地

距离对插值模型的精度影响和适用尺度。

1　研究方法

本文在 Python 开源生态改写主要插值算法，

可视化使用 VTK/ParaView 平台。

1.1　测地距离映射

计算几何的 MMP（Mitchell，Mount，Papadimi⁃
trious）算法［21］和微分几何的 HM（heat method）算

法［40］是测地距离映射的主流实现，Python 移植库

（pygeodesic/potpourri3d/libigl）具备算法的主要

功能。TIN 格式的离散地形格网作为算法的兼

容输入，一般要处理为最简二流形结构，即排除

了冗余顶点、孤立顶点、悬边和悬面的单连通光

滑表面。为保证算法数字稳定性，TIN 格网还要

去除极端邻近的点以防止病态狭长的三角形。

有些算法库还需要格网面片保证一致定向。

测地距离映射与以一组源点为动态参考，根

据源点不同，动态计算曲面上所有其他点至源点

的最短距离。源点一般为待插值点。由于地表

采样点一般不会恰好与地形格网重合，需要将其

插入到 TIN 格网才能计算表面距离。

MMP 算法将源点直接可见的区域封装为面

片边上的窗口，计算直线传播的窗口在相邻面片

上的几何关系逐步得到测地距离场；窗口遇到鞍

点会分叉为 3 个，不同方向和次序的窗口反复相

遇并裁剪，窗口管理是计算几何测地距离映射的

关键。HM 算法将地形格网看作热扩散的计算域

格网，由传播时间反查 Varadhan 公式得到传播

距离。

距离矩阵关系到自相关矩阵和后续求解的

GAMMA 矩阵，理论上是对称结构。MMP 算法

得到连续的解析精确测地距离场，使用它得到的

距离矩阵可以保证对称。HM 测地距离只有 1 阶

精度，还意味着计算结果的不对称，即不同计算

次序的结果存在微小的数值差异（dij ≠ dji）。为

避免不必要的结构性误差，需要将 HM 距离矩阵

处理为对称阵。

1.2　确定性插值

确定性插值主要包括反距离权重（inverse 
distance weight，IDW）、自然邻近（natural neigh⁃
bor，NN）插值和径向基函数（radial basis function，
RBF）插值。对 IDW 插值，将每一个待插点作为

源点，计算它到格网所有顶点的距离 d，而

sts = argsort (d ) （1）
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返回最邻近点。取 sts 数组前 k 项，则待插值点估

值是最近 k个参考 z值的加权和：

ẑ = ∑
i = 1

k 1
( )di

p
zi /∑

i = 1

k 1
( )di

p
（2）

式中，p 是幂次；di 是距离。

NN 插值采用 Voronoi图计算二维面积权重。

对于离散曲面，一种直接且快速的曲面 Voronoi图
算法是栅格聚类［9，41］。NN 插值流程见图 2，取每个

待插值点直接相邻的 0-ring三角形，0-ring三角形里

的直接相邻顶点的 z值作为参考样本；将直接相邻

三角形细分（如 1 000 份），细分三角形以其中心点

到源点的最近距离作两次聚类，被待插值点“偷”来

的 Voronoi单元的面片在总面积中的占比是其原属

参考点的权重，如图 2（c）中顶点 vt的 Voronoi单元

被v0的Voronoi单元所“偷”取的面积，在v0的Voronoi
单元中的面积占比是其顶点的权重。

RBF 插值假设目标空间可由形状函数张开

的空间线性拟合，形状函数以样本点为中心刻画

相关系数和距离的关系。计算距离矩阵（dij），经

形状函数变换后，得到自相关矩阵（φij）。而在所

有参考点上有真值 Z，则解线性方程：

ΦW= Z （3）
就得到当前配置下各参考点的权重 w i。待插点

的估值为各参考点高程的加权和，即 ẑ = ∑
i = 1

n

wi zi。

一般来说，地形格网的顶点数远超地表插值

模型常规的 1 000~2 000 个样本数，这时可以采

用移动 RBF 或移动克里金插值，即 n 取待插点移

动邻域的大小［42］。在 RBF 的地形插值中［43］，形状

函数常选用薄板样条与多面函数。

1.3　地统计插值

普通克里金（ordinary Kriging，OK）插值不直

接拟合目标曲面，它们计算所有点对距离 dij 及属

性的半方差 rij：

rij = 1
2 E é

ë( zi - zj) 2ù
û= σ 2 - Cov (Ri,Rj)（4）

式中，方差 σ 2 是块金效应。拟合依距离变化的半

方差点云得到变异模型，如指数模型：

ρe(dij)= exp ( - dij /α) （5）
式中，距离缩放因子 α（变程）是自相关函数的作

用范围。均值平稳和内蕴平稳假设

E [ z ( x,y) ]= c,Var [ z ( x,y) ]= σ 2 （6）

为常值，也即随机变量 z可写为：

z ( x,y)= E [ z ( x,y) ]+ R ( x,y)= c + R ( x,y)
（7）

式中，R ( x，y) 是随机误差。在无偏约束下（即

E ( ẑ- z )= 0，而 ẑ= ∑
i = 1

n

w i zi，因 而 ∑
i = 1

n

wi = 1），

使用拉格朗日乘数法让方差最小，则有：
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式中，λ 是拉格朗日乘数。求解得到各参考点的权

重系数 w i 和待插值点的加权和。

记半方差矩阵为 R，自相关矩阵 C可写为：

C= σ 2 I- R （9）
OK 插值相比 RBF 插值需要满足的约束条件

更多。除了上述的均值平稳、二阶平稳和无偏约

束，还需要考虑去趋势与正态调整、封箱函数与

封箱数目、变异函数优选等，具体参数设定及代

码实现遵循传统做法。

1.4　最近正定和降维投影

自相关矩阵是二阶矩，需要满足正定要求。

对非正定阵，数学上可以求得平方距离最近的正

定阵（nearest positive definite，NPD）。相关方法

参照 R、scipy 和 Matlab 中的实现。

机器学习领域中主流的降维投影［31， 36］有等

距映射（isometric mapping，ISOMAP）、多维尺度

（multi-dimensional scaling，MDS）变换和 t 分布随

图 2　NN 插值流程

Fig.  2　Procedure of NN Interpolation
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机邻近嵌入（t-distributed stochastic neighbor em ⁃
bedding，t-SNE）等。降维投影方法的实现可以使

用 sklearn/TensorFlow 包中提供的功能。对空间

数据，主要采用 ISOMAP 和 MDS 以尽量保证空

间距离不变。

与机器学习中的高维数据不同，本文地形曲

面降维处理中 ISOMAP/MDS 算法的输入是测

地距离矩阵，算法输出等距变形的二维坐标。在

变形中需要将抽样点同邻域参考点一起计算以

保证一致变换。在空间关系保持不变的投影平

面上，可以安全地使用欧氏距离以保证自相关矩

阵正定。

2　实验与讨论

先在一个顶点分布相对规则的小尺度地形曲

面上，以高程插值详细检查测地距离在不同模型中

的表现，然后将优选模型外推至更细和更粗分辨率

的地形表面，以检验测地距离的尺度适用性。

2.1　高程插值基准实验

地表高程通常较少受地表环境变量干扰，适合

于建立插值基准实验。小尺度地形选用美国地质

勘探局3DEP项目公开的10 m水平分辨率St. Helens
火山地形数据。实验区域位于美国西北部的哥伦

比亚高原，高程变化范围为 751~1 489 m（图 3）。地

形格网特意避开了顶点分布的密度不均匀（图 4），

目的是让简单插值与统计插值在相对公平的条件

下进行对比；地形格网处理后有 8 800 个顶点以及

17 222 个三角面片。

多次随机选取一组顶点（100 个），先后进行

确定性与地统计的插值。对每一种方法，分别实

验三维欧氏距离和测地距离的插值。精确的

MMP 测地距离只在计算量小的反距离权重插值

中使用，其他插值都是使用 HM 测地距离。主要

方法的均方误差（mean squared error，MSE）、均

方根误差（root mean square error，RMSE）和平均

绝对误差（mean absolute error，MAE）统计结果如

表 1 所示。图 5 展示了在同一组样本上调节 IDW
插值的幂次的结果。

2.2　地形点云重采样

激 光 雷 达（light detection and ranging，Li⁃
DAR）地形点云由于成像机制等原因，密度分布

非常不均匀，并含有大大小小的缺失，高程插值

经常被用来填补空白或重采样以生产规则地形

格网［44-45］。实验数据选用 3DEP 项目在新墨西哥

州 Santafe 地区的 LiDAR 地形点云（图 6（a）红框

区域）。地形点云经过滤非地面点、去除离群点

及极端邻近点后有 146 259 个点，最小水平间距

约 0.31 m（图 6）。

在 3DEP 项目网站上同时有多种规格的数字

高程模型（digital elevation model，DEM）影像以

供使用。这里使用与点云分辨率最接近的 1 m 
DEM 来检查插值算法的性能。将 DEM 影像投

影至 LiDAR 点云的坐标系（EPSG：6342）并裁

剪，得到含有高程的规则格网点和插值 DEM 点

云。DEM 点云含有 71 289 个点，约为 LiDAR 点

云数量的一半。投影过程仅改变 DEM 栅格的 xy
坐标，不对高程插值。

将 LiDAR 点云与 DEM 点云叠置，局部如图 7
所示，使用 LiDAR 点云对这些 DEM 点云进行

插值。插值算法使用基准实验中表现良好的RBF。

作为对比，着重比较了生产中经常使用的NN插值；

由于测地距离的 NN 与欧氏距离的 NN 差别不大，

这里仅对比了欧氏距离的 NN 插值。

插值点云与原始点云的接近程度或距离是常

用的精度评价手段［46］。常见的距离度量有 M3C2/

图 3　基准实验区域位置及实验地形模型

Fig.  3　Location of the Benchmark Experiment Area and
the Terrain Model

图 4　基准实验区地形格网顶点的“规则”分布

Fig.  4　Relative Regular Distribution of the Benchmark
Experimental Topographic Grid Vertices
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Chamfer/Haussdorf/EMD（Earth-mover distance）
等［47-48］，它们统计插值点云与原始点云的距离，或插

值点云与原始点云拟合表面的距离。

距离统计主要基于单个点至比较点云的最

近欧氏距离。这种非精确配对的距离在原始点

云密度不均匀情况下容易导致距离度量的不对

称，并使 IDW/NN 简单插值的局部优势累积。实

践中通常会采用综合插值策略。这里对 1 m 以内

有参考点的 DEM 点云使用 NN 插值，对 1 m 以内

没有参考点的 DEM 点云使用 RBF 插值。距离则

同时计算了单向与双向距离，EMD 距离由于点

云规模限制没能计算。结果如表 2 所示。

2.3　科罗拉多州地表气温插值

地表高程可以认为是独立变量，地表距离是

高程插值的主要影响因子。地表环境变量交互

复杂，真实的地表空间距离对插值的影响需要检

验。这里选择起伏明显的中尺度地形和地表气

温进行实验。地面气象站和地球系统的再分析

数据通常非常稀疏，气温插值对应着生产精细分

辨率数据的实际需求。

科罗拉多州位于美国西部，属温带大陆性气

图  7　LiDAR 点云插值示意图(实验将以 LiDAR 点云（白

色点）对规则的 DEM 点云（绿色点）进行插值)
Fig.  7　Schematic Diagram of LiDAR Point Cloud

Interpolation（The Regular DEM Points (in Green) Will
Be Interpolated with the LiDAR Points (in White)）

表 1　测地距离的高程插值交叉验证/m
Table 1　Cross-Validation of the Elevation Interpolation

with Geodesic Metric/m

序号                插值方法

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

IDW Euclidean

IDW geodesic exact

IDW geodesic heat

NN Euclidean

NN geodesic

RBF multiquadric Euclidean

RBF multiquadric MDS

RBF multiquadric ISOMAP

RBF thin-plate Euclidean

RBF thin-plate MDS

Krige exponential Euclidean

Krige exponential geodesic

Krige exponential MDS

Krige spherical Euclidean

Krige spherical geodesic

Krige spherical MDS

Krige pentaspherical
Euclidean

Krige pentaspherical
geodesic

Krige pentaspherical NPD
Krige pentaspherical

ISOMAP

Krige pentaspherical MDS

            MSE

11.92

10.24

9.06

7.77

7.49

6.16

3.37

7.57

4.94

3.10

6.74

477 946.64

4.05

6.42

147 116.91

4.45

6.29

1 583 339.72

48 271.86

7.69

4.01

   RMSE

3.45

3.20

3.01

2.79

2.74

2.48

1.84

2.75

2.22

1.76

2.60

691.34

2.01

2.53

383.56

2.11

2.51

1 258.31

219.71

2.77

2.00

  MAE

2.80

2.53

2.32

2.13

2.08

1.87

1.43

2.05

1.73

1.37

2.00

122.54

1.59

1.95

111.39

1.64

1.92

219.69

97.46

2.07

1.58

注：Euclidean：欧氏距离；geodesic：测地距离；exact：采用计算几

何 MMP 算法的精确测地距离；heat：采用微分几何 HM 算法的测

地 距 离 ；multiquadric：多 面 函 数 ；thin-plate：薄 板 样 条 函 数 ；

exponential：指数函数；spherical：球函数；pentaspherical：五角球

函数；绿色行是最优记录，红色行是异常预测。

图  6　实验区地形

Fig.  6　Topographic Map of the Experimental Area

图  5　IDW 插值的 RMSE 与距离幂次增加而变大

Fig.  5　RMSE of IDW Interpolation Increase with
the Inverse Distance Power
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候。西部是丘陵地形，东部是高原地形，是美国

地势最高的一个州（图 8）。DEM 选用美国 NED
（national elevation dataset）30 m 分辨率影像。更

高分辨率下格网数量呈倍数增加，测地距离计算

困难。

按气温插值常规对 DEM 影像进行 Albers等积

投影（EPSG：3083），高程代入后得到离散地形格网。

投影并裁剪后的 30 m分辨率地形格网含有 767 936
个顶点，格网水平间距约 433 m；高程从 1 342.26 m
变化到 4 298.46 m，覆盖面积 14 381 859.97 ha。投

影过程不对高程插值。

地表气温数据选用 0.25°的 ERA 地面 2 m 日

平均气温，等积投影后格网水平间距约 8 540 m
（图 9）；从每个格网点引垂线与地形格网求交点，

将交点插入到地形格网以便计算曲面距离。投

影不对温度插值。

由图 8 的地形及图 9 的散点图可见，科罗拉

多州气温分布存在着自东北角至西南角偏低的

趋势，因此需要减去趋势在残差上进行插值。选

取 1/4 格网点作交叉验证，结果如表 3 所示。

2.4　讨论

由表 1可见，测地距离的 RBF在高程插值基准

实验中表现优秀，其RMSE较常用的欧氏距离的 IDW
显著降低了约 49%。由表 2可见，综合了 NN 插值

的测地距离 RBF（绿色列）在地形点云插值中表现

出了较为明显的优势。由表 3可见，测地距离在中

尺度地表气温插值中都较欧氏距离表现要优，且测

地距离的 RBF 表现最佳（第 5 条记录）。

表  2　DEM 点云与原始点云的距离比较

Table 2　Distance Comparison Between DEM Point
Cloud and LiDAR Point Cloud

插值方法

1 m DEM
测地距离的 RBF
欧氏距离的 RBF
自然邻近插值

Haussdorf
距离/m
7.681 6
7.578 1
7.880 5
8.008 0

平均距

离/m
0.653 1
0.568 9
0.589 1
0.585 8

平均距离

CC/m
0.443 9
0.328 7
0.337 6
0.340 0

倒角距

离/m2

1.003 3
0.853 9
0.884 3
0.871 8

注：3DEP 的 1 m DEM 起插值参考作用；测地距离的 RBF 综合了

NN 插值的混合策略；Haussdorf 距离是最大的单向最小距离；平

均距离是单向最小距离的平均；平均距离 CC 是 CloudCompare
中插值点云至拟合的二次曲面距离；倒角距离是双向最小平方

距离的加和。

表  3　科罗拉多州 0.25° ERA地面 2 m 气温插值

交叉验证/K
Table 3　Cross-Validation of the 2 m Air Temperature of

Colorado State in 0. 25° ERA/K

序号                      插值方法

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12

IDW Euclidean
IDW geodesic heat

NN Euclidean
NN geodesic

RBF multiquadric Euclidean
RBF multiquadric MDS

RBF thin-plate Euclidean
RBF thin-plate MDS

Krige spherical Euclidean
Krige spherical MDS

Krige pentaspherical Euclidean
Krige pentaspherical MDS

MSE
0.130 9
0.122 9
0.172 0
0.172 6
0.064 6
0.029 9
0.078 7
0.045 1
0.107 5
0.111 5
0.102 4
0.099 1

RMSE
0.361 8
0.350 6
0.414 7
0.415 4
0.254 1
0.173 1
0.280 6
0.212 5
0.327 9
0.334 0
0.320 0
0.314 9

MAE
0.267 5
0.265 3
0.303 4
0.303 7
0.190 0
0.128 9
0.213 2
0.157 0
0.245 7
0.250 1
0.240 8
0.237 8

注：绿色行是最优结果。

图  9　科罗拉多州 2021 年 1 月 0. 25° ERA 再分析数据的

地面 2 m 日平均气温散点图，底图是地形格网

Fig.  9　The 2 m Air Temperature of Colorado State in
0. 25° EAR, Jan 2021, Base Map Is

the Topographic Grid

图  8　科罗拉多州地形

Fig.  8　Topography of Colorado State, USA
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2.4.1　距离衰减律

在高程插值的基准实验中，从表 1 中可以看

到使用精确 MMP 测地距离和 1 阶 HM 测地距离，

IDW 的 RMSE 与使用欧氏距离相比分别提升

0.25 m 和 0.44 m；测地距离的 NN 插值精度较欧

氏距离虽然提升不多，但在实验中都能观察到正

的提升。测地距离是贴近地形曲面的最短距离，

数值上比直线欧氏距离要大，而 1 阶精度的光滑

HM距离又比解析精度的MMP距离要大（见图1），因

而表 1 第 1~3 条记录的误差渐次变好与背后的距

离增加是一致的。

NN 方法使用待插点直接相邻（0-ring）的面

片和顶点进行插值。注意到直接相邻面片集通

常不处于同一平面，那么使用欧氏直线距离和使

用弯曲测地距离的 Voronoi 图存在精度差别（见

图 2）。但因为直接相邻面片涉及的区域很小，这

种 Voronoi 图面积的差异表现为插值结果的细小

差别（见表 1 第 4、5 条记录）。

空 间 相 关 性 一 般 随 着 距 离 增 加 而 减 小 。

IDW 插值的主要问题是仅使用有限范围的邻近

点信息，如果增加距离权重的幂次以强调邻近

点，忽略远端参考点的弊病通常会反映为误差增

大。如图 5 所示，本文 IDW 插值的 RMSE 随着幂

次增加而变大，但测地距离的误差始终小于同幂

次的欧氏距离，这和表 1 第 1~3 条记录的距离增

加而误差变小的表现是一致的。

在确定性插值中，观察到同幂次的 IDW 插值

结果随着真实空间距离增加而变好（第 1~3 条记

录），也观察到 NN 插值的二维面积权重结果比

IDW 的一维距离权重结果要好（表 1 第 4、5 条对

第 1~3 条记录），但二维面积权重插值趋好的程

度在收窄（表 1 第 5 条对第 4 条记录）。距离衰减

律表明增大距离以提升精度收益存在上限。

作为地理学第一定律的直接量化应用，IDW
插值是非常有活力的经典插值方法。一般认为，

简单调整幂次使模型与观测最佳吻合缺乏严格

依据［49］（即幂次参数只是被训练为模型期望的结

果，而观测样本和模型不一定准确反映空间结

构）。近年来，许多研究结合空间异质结构、空间

方向性、地形梯度等调整幂次，取得了良好的插

值结果［50-53］。测地距离实质上是从距离自身对这

个基础 GIS 工具进行了调整。

2.4.2　自相关模型的正定化

RBF 把待插值属性当作第 3 维，拟合出总体

误差最小的光滑曲面，所以即使不使用测地距

离，多面函数和薄板样条都给出了较简单插值结

果为优的整体结果（表 1 第 6、9 条对第 1~5 条记

录）。在这个基础上，猜测使用测地距离能够继

续提升插值精度。但直接使用测地距离会因自

相关矩阵奇异而求解失败；使用 MDS 降维后，观

察到 RMSE 均有 0.5 m（~25%）左右的减小（表 1
第 7 条对第 6 条、第 10 条对第 9 条记录），但使用

ISOMAP 却反倒使精度恶化（表 1 第 8 条对第 6、9
条记录），这可能是 ISOMAP 的渐进距离保持策

略不如 MDS 方法。

表 1 中，OK 的指数模型、球函数模型和五角

球函数模型在欧氏距离下都较确定性插值要优

（第 11、14、17 条对第 1~5 条记录）；在测地距离

下，非平坦空间导致 3 个模型都出现异常预测值

（第 12、15、18 条记录），特征分解表明自相关矩阵

都出现了非正定；MDS 降维后，发现 RMSE 较欧

氏距离下分别有 0.6 m、0.4 m、0.5 m（~24%）的

提升（第 13 条对第 11 条、第 16 条对第 14 条、第 21
条对第 17 条记录）。鉴于五角球函数模型在空间

插值中表现良好，对其测地距离自相关矩阵分别

使用 ISOMAP 降维和 NPD 方法进行正定处理，

发现 ISOMAP 降维效果依然不如 MDS（第 20 条

对第 21 条记录），而 NPD 正定甚至没能阻止异常

预测出现（第 19 条记录）。

RBF自相关模型的非正定、普通克里金方法在

理想球面能够正定的指数模型与球函数模型在不

规则地形曲面上都出现非正定，说明三维地形曲面

自相关模型的非正定更为普通。相比二维平面上

的非欧氏弯曲，如河流/道路和网络模型，样本点之

间的影响是有限的网络距离，但三维地形曲面上样

本点之间是连续的弯曲距离，这可能是后者自相关

模型的非正定更为复杂的原因。

2.4.3　相对垂向尺度

在基准高程插值和点云重采样中，观察到测

地距离释放出明确的精度提升信号。在地表气

温插值中，虽然测地距离整体较欧氏距离表现要

优，但同高程插值相比也出现了一些不同（表 3 中

IDW 插值的第 1、2 条记录优于 NN 插值的第 3、4
条记录），这表明了地表变量变化的复杂性。值

得注意的是，这个实验的基础地形格网具有较粗

的分辨率（433 m），本身也蕴含着较大的不确

定性。

从空间尺度来看，地表气温插值格网的水平

间距 8.5 km 与地形的垂向高差 3 km 处于同一尺

度。在更大尺度的空间插值中，或者空间分布的
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垂向尺度与水平尺度相差一个以上数量级，则仅

靠引入测地距离并不能从数值上对自相关性模

型和插值模型产生显著影响。在中小尺度，地形

通常具备显著的相对垂向尺度，测地距离量化的

空间相关性具有重要影响。在其他尺度或非几

何因子占主导地位时，测地距离的影响和地形控

制因子需要仔细分辨。

3　结    语

基于离散采样的地形测绘近年来稳步走向

越来越高的精度和可信度，但是高精度地形模型

并不提供曲面距离量算的基本功能。以空间统

计和空间插值而言，空间距离是相关分析和变异

分析的基础，在弯曲地表空间使用平直的欧氏距

离损害了地形模型的利用精度。

本文在地形格网上引入严格的测地距离映

射以解决基本的度量计算问题，借鉴地图投影的

经验成功处理非欧氏测地距离自相关矩阵的非

正定问题，在地表插值中发现测地距离能够稳定

地提升插值精度。特别地，在高程插值的基准实

验中，最好的测地距离的 RBF 插值较传统欧氏距

离的确定性插值，其 RMSE 降低高达 49%（约

1.7 m）。

地形不仅是地球表层环境的一个重要控制

变量，更因为它在时间尺度上相对稳定，从而构

成其他环境变量的空间参考基准。在更广泛的

地表插值中检验内蕴的测地距离的应用，分析探

讨地表过程中地形控制因子的不确定性，是下一

步值得深入研究的问题。本文的核心算法及支

持本文发现的数据在社区开源（https：//github.
com/sanchopanza72/gvd_topographic）。
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